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MODELOVANIE FREKVENCIE DOPRAVNYCH NEHOD V SKUPINE VODICOV
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SUMMARY

In the present article, we analyse several models of the frequency of road accidents. It is shown that the commonly used
Poisson distribution is appropriate only for an individual loss process, but fails when applied to large portfolio of drivers.
Therefore three additional claim frequency distributions are studied. It is shown that Poisson-Inverse Gaussian

distribution and generalized Poisson fit well the empirical values.
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Jednym z najdolezitejSich prvkov pri
modelovani dopravnych nehdéd su, tak ako
nakoniec pri vSetkych modeloch krizovych
situacii, modely frekvencie ich vyskytu. Vo
vSetkych pripadoch ide o pravdepodobnostné
modely popisujuce rozdelenie poctu takychto
udalosti. Z poistnej praxe vyspelych krajin su
znadme rbézne pristupy ku klasifikacii vodi€ov.
Typickymi sledovanymi premennymi su napr.
vek, pohlavie, profesia, bydlisko atyp
pouzivaného vozidla. V niektorych pripadoch
su to aj SpecifickejSie premenné, ktoré by mali
charakterizovat spravanie vodi¢a, ako su napr.
rodinny stav, fajCenie ¢&i farba vozidla.
Dlhodobé skusenosti (napr. [6] alebo [7]) vSak
ukazuju, Ze najlepSim prediktorom buducich
nehdd daného vodica je historicky zaznam
jeho predchadzajucich nehdd.

Vtomto prispevku bude predstavenych
niekolko pravdepodobnostnych modelov, ktoré
slizia na modelovanie poétu dopravnych
nehéd.

1. POISSONOV MODEL

Poissonov model je zalozeny na troch
zakladnych predpokladoch. Prvym je
poziadavka, aby poCet nehdd v urCitom
¢asovom intervale bol zavisly len od dizky
tohto c¢asového intervalu (teda najma
nezavisly od jeho zaciatku a konca ). Druhou

poziadavkou je, Ze v danom ¢asovom intervale
nemébze sucasne nastat viac ako jedna

udalost. Tretim predpokladom je nezavislost
poctu nehdd v disjunktnych Casovych
intervaloch. Je vSeobecne zname, ze pri
reSpektovani tychto troch predpokladov je
pocet dopravnych nehdéd podas roka
charakterizovany Poissonovym rozdelenim
pravdepodobnosti (pozri napr. [1] alebo [2] ).
Pre pravdepodobnost py, Ze poCet nehdéd bude
k =0,1,... plati
Y
P« ERPTEE k=0,,...,

kde Aje parameter Poissonovho rozdelenia.
Jeho hodnota udava strednu hodnotu a rozptyl
tohto rozdelenia a mozno ju teda interpretovat
ako priemerny pocet nehdd jedného vodica.

Tabulka 1
Empirické a teoretické pocetnosti
poistnych udalosti pri pouziti Poissonovho
rozdelenia s parametrom odhadnutym
momentovou metédou.

Poissonovo rozdelenie

Teoretické hodnoty
k ng | (Parameter odhadnuty

momentovou metddou)
0 | 3739 3699.8579
1] 225 288.5889
2 24 11.2549
3 10 0.2926
4 1 0.0057
5 1 0
>6 0 0

Zdroj: Vlastny zber dat s poistovni v roku 2004
a vlastné vypocdty.
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Poissonovo rozdelenie aplikujeme na mnozinu
realnych dat reprezentujucich 4000 poistnych
zmluv na poistenie motorovych vozidiel. Data
rozdelime do tried, podla poc¢tu nehdd u

jednotlivych  zmluv. Parameter rozdelenia
odhadneme momentovou metédou ako
aritmeticky priemer, teda A=0,078. Tak

dostaneme vysledky podfa tabulky ¢.1.

Uz na prvy pohfad je zrejmé, Ze vysledky,
ziskané pri pouziti Poissonovho rozdelenia su
nevyhovujuce. Navyse, k najvacsim odchylkam
od skuto€nych pocetnosti dochadza prave pri
hodnotach, ktoré su =z hladiska frekvencie
nehodovosti najvyznamnejsie.

Nevhodnost aproximacie Poissonovym
rozdelenim mozno overit aj Statistickymi
testami. Bezne pozivanym nastrojom na test
zhody empirickych udajov s predpokladanym
rozdelenim je )(2 -testom dobrej zhody. Pre
testovaciu Statistiku

m 2

Nk — NPk

x?=>

k=0 NPk
dostavame hodnotu 150,2987, ¢o je hodnota
vyrazne prevysujuca kritické hodnoty

rozdelenia )(2 s piatimi stupfiami volnosti,
ktoré st pre spolahlivost 95% x2. g5 =11,07

apre spolahlivost 99,5% X§;0’995 =16,75.

Tieto vysledky potvrdzuji  jednoznacné
zamietnutie hypotézy o Poissonovom
rozdeleni pravdepodobnosti poétu dopravnych
nehéd.

Vzhladom na nizky pocet tried v uvedenom
subore a nizky po&et pozorovani vo viacerych

triedach, nemusi byt )(2 -test dostatoCne

preukazny. (Obvykle sa poZaduje viac ako 5
tried aaspon 5 pozorovani v kazdej triede,
niekedy dokonca az 10 pozorovani v kazdej
triede.) Preto tento vysledok overime este tzv.
G-testom (uvadzanym napr. v [8]), ktory vyziva
presnejsiu aproximaciu multinoimckého
rozdelenia rozdelenim )(2 pri nizSom pocte
tried. Jeho testovacia Statistika ma tvar

G=2% nkln(n—kj.

k=0 np,

Tato nahodna premenna ma potom opat
rozdelenie )(25 rovhakym poctom stupriov

volnosti ako pri )(2 -teste. Pre Poissonovo

rozdelenie pre hodnotu G Statistiky dostavame
17,66 Co opat prevySuje obe kritické hodnoty.
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2. NEGATIVNE BINOMICKY MODEL

Zamietnutie Poissonovho modelu znamena, Ze
spravanie vodi¢ov je heterogénne. Pre
modelovanie frekvencie nehodovosti v ramci
velkej skupiny vodiCov je preto potrebné
hladat rozdelenia, ktoré by odrazali tato
heterogenitu v spravani. Jednou z ciest je
predpokladat, Ze pocet nehdéd u jednotlivého
vodi€a sa riadi Poissonovym rozdelenim,
avSak jeho parameter Asa ukazdého
jednotlivého vodi€a meni. Pri tomto pristupe
povazujeme parameter Aza  konkrétnu
realizaciu nahodnej premennej A. Ak budeme
predpokladat, Zze nahodna premenna A je
spojita a oznaCime jej funkciu hustoty ako
u(A), tak pre vysledné rozdelenie poctu nehdd
( napr. podla [2] ) dostavame

o Ak
e A
pk—g K1

u(A)dA, k=0,1,...

Takyto typ rozdeleni nazyvame zmieSanymi
Poissonovymi rozdeleniami a rozdelenie
nahodnej premennej Anazyvame  tzv.
zmieSavacim rozdelenim. ( BlizSie o zmesiach
rozdeleni napr. v [2].)

Ak za zmieSavacie rozdelenie zvolime gama
rozdelenie s parametrami aa 71, ktoré ma
hustotu tvaru

Tae'TA Aa—1

e

, ar>0,

tak pre pravdepodobnosti po¢tu dopravnych
nehdd dostavame

© e-AAk Tae-rAAa—1

=] r(a)

— dA,
o k!

¢o je mozné upravit do tvaru

k+a-1
pk=[ ) Jpaq",

pricom kladieme

__r _p_L
1+7’

=1 .
g 1+71

p

ZovSeobecnené binomické
definujeme pomocou I -funkcie ako

koeficienty

k+a—1_ I k+a
kK ) Frk+1lra’



Ako vysledok obdrZzime negativne binomické

rozdelenie so strednou hodnotou —
T
a 1
a rozptylom o2 :—(1 + —j .
T T
To poukazuje na vyznamnu vlastnost

negativhe binomického rozdelenia, ktorou je
skutognost, Ze jeho rozptyl prevySuje strednu
hodnotu. Viac o tomto rozdeleni napr. v [1] a

[2].

Pre odhad parametrov negativne binomického
rozdelenia z momentovej metddy dostavame

s X L X
s?-x s?-x
Pri aplikacii na udaje ztabulky Ccislo 1

dostavame odhady 1=2,697469 a a=0,210403.
Celkové vysledky su potom zhrnuté v tabulke

Cislo 2. Pre hodnotu testovacej Statistiky )(2 -

testu mame hodnotu 6,94, ktora uz
neumoznuje predpokladané rozdelenie
zamietnut'.

Podobne ako v predchadzajucom odstavci,
overime este hodnotu G-Statistiky, pre ktoru
v tomto pripade mame hodnotu 6,88.

3. POISSON - INVERZNY GAUSSOV MODEL

Podobne ako v predchadzajucom odstavci
predpokladdme, Ze nehody v heterogénnej
mnozine vodi¢ov je mozné popisat zmieSanym
Poissonvym rozdelenim. O néhodnej
premennej A v8ak budeme predpokladat, ze
sa riadi inverznym Gaussovym rozdelenim
s funkciou hustoty (pozri [7])

1 ag)?
u(A)=—3 e ghoo

21ThA?

Vysledkom je potom zmieSané Poissonovo
rozdelenie, ktoré sa nazyva Poissonovo -
Inverzné Gaussovo rozdelenie. Jeho stredna
hodnota nadobuda hodnotu g a jeho rozptyl je

0% = g(1+h). Jednotlivé pravdepodobnosti py
je mozné vyjadrit’ tiez rekurentne v tvare

1
o0 :e%[l—(1+2h)2 ]

-1
Ql_:ng(1+2h) 2;
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Tabulka 2
Empirické a teoretické pocetnosti
poistnych udalosti pri pouziti negativheho
binomického rozdelenia s parametrami
odhadnutymi momentovou metédou.

Teoretické hodnoty
K| ng |(Parameter odhadnuty momentovou
metodou)
03739 3743,21
1| 225 213,01
2 24 34,87
3 10 6,95
4 1 1,51
5 0,34
26 0,11

Zdroj: Vlastny zber dat s poistovni v roku 2004
a vlastné vypocdty.

Tabulka 3
Empirické a teoretické pocetnosti
poistnych udalosti pri pouziti Poissonovho
— inverzného Gaussovho rozdelenia
s parametrami odhadnutymi momentovou
metédou.

Teoretické hodnoty
k | ng |(parameter odhadnuty momentovou
metddou)
0 (3739 3739,84
1| 225 221,05
2 24 30,06
3 10 6,53
4 1 1,75
5 1 0,52
=6 0 0,25

Zdroj: Vlastny zber dat s poistovni v roku 2004
a vlastné vypocty.

(1+2h)k(k ~1)p, =h(k ~1)(2K —3)py_1 +
+gzpk72, k = 2,3,...

Pre odhady parametrov momentovou metédou

potom plati
é:)?, HZ[ST] —1.
X

N



Pri aplikovani na naSu mnozinu 4000 udajov
dostavame odhady ¢=0,078 a h=0,370718.
Celkové vysledky pri pouziti Poissonovho-
inverzného Gaussovho rozdelenie su zhrnuté
v tabulke ¢islo 3. Pre hodnotu testovacej

Statistiky x2 -testu mame hodnotu 3,897, ktora

nielen Ze neumoziiuje  predpokladané
rozdelenie zamietnut, ale ako uvidime je
najlepSia zo vSetkych testovanych rozdeleni.
Pre hodnotu G-testu dostavame taktiez vefmi
priaznivd hodnotu 4,1973. Tato hodnota je
vyrazne nizSia, nez tomu bolo pri negativnom
binomickom rozdeleni, ¢o znamena, ze toto
rozdelenie nie je mozné vylucit ani pri nizSich
hladinach spolahlivosti..

4. ZOVSEOBECNENY POISSONOV MODEL

Hovorime, Ze nahodna premenna ma
zovSeobecnené Poissonovo rozdelenie (napr.
[3] alebo [4]), ak jej pravdepodobnostna
funkcia je dana vztahom

k-1 €Xp —A—-kO
k!
k>m ak 0<0

A A+kO
Pk =

,k=01,2,...
Oy

a 0 inak, kde 2>0, max(-1,-4/m)<&<1 a m>4 je
najvacsie prirodzené Cislo, pre ktoré i+&m>0
ak @ je zaporné. V pripade, ze =0 sa
zovseobecnené Poissonovo rozdelenie
redukuje na bezné Poissonovo rozdelenie.

Pre uréenie momentov zov8eobecneného
Poissonovho rozdelenia vyuZijeme momentovu
vytvarajucu funkciu, ktori je mozné vyjadrit
v tvare

M t :exp{—%[w -Oexp -0+t +O}},

kde W je tzv. Lambertova funkcia, ktoru je
mozné definovat vztahom

W xexpW X =X

Derivovanim momentovej vytvarajucej funkcie
mbézeme ur€it momenty zovSeobecneného
Poissonovho rozdelenia. Tak urime prvé Styri
momenty

Vi ZAM,

vy =AM3,

“vg=A 3M -2 M?,
vy =3RMO® + ) 15M? —20M +6 M®,
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kde M:(l-@)'l.Tieto vysledky nam potom
umoznuju najst odhad parametrov rozdelenia
momentovou metddou. Tak zistime, ze plati

i -3 )2 :
P L 6-1-2
S° +X X
Pri aplikacii na ta istt mnozinu dat ako

v predchadzajucich  pripadoch  dostavame
hodnoty odhadov A=0,0673 a ©=0,1371.
Celkové vysledky su zoradené v tabulke Eislo

4 a pre hodnotu testovacej Statistiky )(2 -testu

dobrej zhody dostavame prijatelni hodnotu
5,919702. Tato hodnota opat nevyluCuje
moznost pouzit toto rozdelenie ako model
frekvencie vyskytu dopravnych nehéd. Pre
uplnost dodajme, ze pre hodnotu G-$tatistiky
mame hodnotu 5,645672. Teda opat lepSi
vysledok ako pri negativnom binomickom

rozdeleni.

Tabulka 4
Empirické a teoretické pocetnosti
poistnych udalosti pri pouziti

zovSeobecneného Poissonovho rozdelenia
S parametrami odhadnutymi
momentovou metoédou.

Teoretické hodnoty
k | ng | (Parameter odhadnuty momentovou
metddou)

0 | 3739 3739,66
1| 225 219,43
2 24 32,67
3 10 6,37
4 1 1,41
5 1 0,34
=6 0 0,09

Zdroj: Vlastny zber dat s poistovni v roku 2004
a vlastné vypocdty.

ZAVER
Poissonovo rozdelenie, ktoré je dobrym
modelom frekvencie vyskytu dopravnych

nehdd u jednotlivého vodi€a sa ukazuje ako
nevhodny nastroj na modelovanie vyskytu
nehdd velkej skupiny vodiCov. Pri€inou je
predovSetkym nesplnitefnost  poZiadavky
homogenity celej skupiny, charakterizovang
identickou hodnotou parametra A pre vSetkych
vodiCov. Ako dobry model sa ukazuje
zovSeobecnené Poissonovo rozdelenie




a zmesové tzv. Poissonovo-inverzné

Gaussovo rozdelenie.

To predurCuje tieto rozdelenia za tzv. scitacie
rozdelenia, ktoré su modelom vyskytu udalosti

pri aplikovani kolektivneho modelu rizika.
Tento model potom umozZfiuje pri znamo
sCitacom rozdeleni a rozdeleniach

individualnych  8kdéd  stanovit  rozdelenie
celkovych 38kéd napr. vramci poistného
portfélia. S ohladom na vznikajuce

matematické tazkosti sa obvykle pre vysledné
rozdelenie  celkovych $kod odvodzuju
rekurentné vzorce, ako su napr. Panjérove
rekurzie prezentované napr. v [2].

Oznam: Tato praca je podporovana grantom VEGA 1/0931/11.
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